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RÉSUMÉ. Cet article est consacré à l'étude de deux problèmes sur les 
variétés asymptotiquement hyperboliques avec un bord interne. Dans un 
premier temps, nous examinons le problème de la prescription de la cour- 
bure scalaire pour des conditions au bord interne de Dirichlet et de pres- 
cription de la courbure moyenne. Nous appliquons ensuite les résultats 
obtenus à l'étude de l'équation de Lichnerowicz avec une condition au 
bord interne d'horizon apparent (passé ou futur). La dernière partie 
traite de la construction de TT-tenseurs. On construit ainsi des données 
initiales, à courbure moyenne constante, pour les équations d'Einstein 
du vide. 



Abstract. Two problems concerning asymptotically hyperbolic man- 
ifolds with an inner boundary are studied. First, we study scalar cur- 
vature presciption with either Dirichlet or mean curvature prescription 
interior boundary condition. Then we apply those results to the Lich- 
nerowicz équation with (future or past) apparent horizon interior bound- 
ary condition. In the last part we show how to construct TT-tensors. 
Thus we obtain Cauchy data with constant mean curvature for Einstein 
vacuum équations. 

Mots Clefs : Variétés asymptotiquement hyperboliques, courbure scalaire 
conforme, équation de Lichnerowicz, TT-tenseurs, équations de contraintes, 
horizons apparents. 
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1. Introduction 

Dans cet article, nous étudions deux problèmes : celui de la prescription 
de la courbure scalaire sur une variété asymptotiquement hyperbolique et la 
construction de solutions des équations de contrainte en relativité générale 
contenant des horizons apparents. 

Dans la première partie, nous rappelons les résultats de |GL91j et |Lee06j . 
démontrons des variantes du principe du maximum généralisé tel qu'il ap- 
paraît dans [GL91j et finalement nous étendons la méthode de monotonie 
au cas de sur et sous-solutions au sens des distributions. Ces résultats nous 
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seront utiles pour résoudre les équations de prescription de la courbure sca- 
laire et de Lichnerowicz. 

Pour le problème de la prescription de la courbure scalaire, nous généralisons 
les résultats de jDel97] des variétés asymptotiquement hyperboliques 

avec un bord interne (éventuellement vide). Rappelons que pour une métrique 
riemannienne g de courbure scalaire Seal, si ip est une fonction positive alors 
la courbure scalaire Seal de ^ = ip'^g, avec k = est donnée par (voir par 
exemple |Bes87j ) : 

S^l = f-^-^ (^-^|^£^A(^ + Seal ip 

Par convention, le laplacien est donné par Af = g^^ [didjf — T'îjdkf 
Nos résultats principaux sont les théorèmes 13.11 et 13.51 : 

Théorème 1.1. Soit {M^,g) une variété asymptotiquement hyperbolique de 
classe C''^. Soient deux fonctions Seal, Seal E Cq ^'"(M) (2<k + a<l + P, 
< a < 1) avec Seal < telles que Seal, Seal ^o^m —n{n — 1). 

(1) Problème de Dirichlet le long de ÔqM (Théorème \3.1\) : Soit 
ifo > une fonction C^'" sur ÔqM alors il existe une solution unique 
G Cg'"^ telle que (/? > et Lp — ^a^M 1; cl^^ problème de Dirichlet : 



(1.1) 



-^^^Av9 + Seal ^ = ^\ ^^^'^ 

ip = ipQ sur ÔqM. 



(2) Prescription de la courbure moyenne de ÔqM (ThéorèmeWI 
Soient H,H C^~^'"{doM), avec H > 0, il existe une unique so- 
lution ip £ Cq'" telle que ip > et ip — >a^M 1 problème de la 
prescription de la courbure moyenne de ÔqM : 



(1.2) 



-^5^A(^ + Seal ^ = S^\ (/j^+i 

^"^v<P - Hip = -Hip^^^ le long de ÔqM, 

-,k-2,a 



où V désigne la normale à ÔqM sortant de M . De plus si Seal— Seal G 
pour un certain (5 G [0; n[ alors 9? — 1 G C^'". 

Signalons que le problème de la prescription de la courbure scalaire sur 
une variété à courbure négativement pincée a été traité dans |AM85j . ce 
cadre est cependant trop général pour espérer un contrôle de la fonction ip à 
l'infini. Pour des valeurs 5 > n, la fonction ip solution de l'équation de pres- 
cription de la courbure scalaire n'a plus nécessairement un comportement 
asymptotique aussi fort que celui de Seal — Seal, une obstruction importante 
est alors fournie par la masse [WanOU ICH03j (voir également [M089j ) . 

Dans une seconde partie, nous montrons l'existence de solutions à l'équation 
de Lichnerowicz avec la condition au bord d'horizon apparent (passé et fu- 
tur) . Rappelons que l'équation de Lichnerowicz (correspondant à la première 
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ligne de ll.Sp apparaît naturellement dans la construction de données initiales 
à courbure moyenne constante pour les équations d'Einstein du vide (voir 
section 4) : 

Théorème 1.2 (Construction de solutions de l'équation de Lichnerowicz 
contenant des horizons apparents). Soient M une variété asymptotiquement 
hyperbolique de classe C''^ avec l + f3>2etT(ï [—1; 1]. Fixons, pour chaque 
composante connexe ai de ÔqM , un réel ej = ibl (ei = —1 pour un horizon 
apparent futur et Ci = +1 pour un horizon apparent passé). Supposons de 
plus, lorsque r = ±1, que, pour tout i tel que ei = —t, l'invariant de Yamabe 
yi^i) > 0. Soit L G Cq~^'"(M, T*^M) un 2-tenseur symétrique de trace nulle 
tel que |L|g — > au voisinage de dooM et tel que eiL^^^. > sur ÔqM . Il 
existe une solution ip > au problème : 



où Seal est le scalaire de courbure de [M, g) et la normale à ai sortante 
(i.e. dirigée vers l'intérieur de l'horizon apparent) avec ip ^ 1 au voisinage 
de dooM. De plus si Scal + n(n — 1) G C^~^'" et |Lp E C^~^'" avec ô G [0;n), 
alors (f — 1 ^ C^'". 

Remarquons qu'avec nos conventions le cas e^r = — 1 correspond à un ho- 
rizon apparent futur (resp. passé) dans les hypersurfaces asymptotiquement 
isotropes qui sont des surfaces de Cauchy pour le développement en temps 
futur (resp. passé). En page 1261 nous montrons que si l'invariant de Yamabe 
du bord n'est pas strictement positif, il peut ne pas exister de solution à 
l'équation ()1.3p . 

Notons que le problème sans bord a déjà été étudié dans |AC96) . Les 
horizons apparents sont la version « données initiales » des horizons des 
événements (voir par exemple [Wal] ) . Cette construction est la version asymp- 
totiquement hyperbolique des articles |Dai02j , |Dai041 IDaiOSj , |Max05j . Le 
cas des variétés asymptotiquement hyperboliques permet en particulier de 
construire des surfaces de Cauchy asymptotiquement isotropes dans une 
variété lorentzienne asymptotiquement plate et des surfaces de Cauchy cor- 
respondant aux sections à courbure moyenne nulle des espaces asymptotique- 
ment anti-de Sitter. Signalons également que d'autres auteurs ont construit 
des métriques contenant des horizons apparents par des techniques de recol- 



Lié à l'équation de Lichnerowicz, nous étudions finalement la construction 
de TT-tenseurs. Notre construction, basée sur |Lee06| . permet d'obtenir l'in- 
tervalle des poids optimal pour l'existence de TT-tenseurs. Ceci nous permet 
de construire des solutions des équations de contrainte en relativité générale : 

Théorème 1.3. Soit {M, g) une variété asymptotiquement hyperbolique de 
classe C''^ avec 1 + j3>2. 



(1.3) 




sur M 



sur ai pour tout i 



lement [STÔT] . |LSW08j . 
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(1) Soient Lq un 2-tenseur symétrique et sans trace avec Lq S W^~^'^ 
avec 2<k<l, l<p<ooet 



s: _i_ n~l n~l 

" ^ p 2 



<^^,etb£ 



^ p '^{doM, T*M) . Il existe une unique 1-forme ip G '^(M, T*M) 
telle que, si on définit L = Lq + C^tg — ^div (■0") g, alors : 

- L est un tenseur symétrique transverse et sans trace 

- L{v, .) = b sur ÔqM. 

(2) Soient Lq un 2-tenseur symétrique et sans trace avec Lq G C^~"^'" 
avec 2 < k + a < l, < a < 1 et \6 - ^\ < et b £ 

C''-i'°((9oM,r*M). // existe une unique 1-forme ip G C^''"(M,r*M) 
telle que, si on définit L = Lq -\- £^tg — ^à.iv (-0^) g, alors : 

- L est un tenseur symétrique transverse et sans trace 

- L{v, .) = b sur ÔqM. 

Je remercie Erwann Delay, mon directeur de thèse, pour ses nombreux 
conseils et sa relecture attentive des versions préliminaires de cet article. 
Je remercie également Piotr Clirusciel et Marc Herzlich pour leurs commen- 
taires qui m'ont guidés tout au long de ce travail. Enfin, je suis reconnaissant 
envers Benoît Michel pour son aide sur le contre-exemple de la section [5l 



2. Préliminaires 

L'objectif de cette section est de rappeler les résultats principaux de 
|GL91j et [Lee06j ainsi que d'étendre la méthode de monotonie de 
sur et sous-solutions au sens des distributions pour des conditions au bord 
non linéaires. 

2.1. Variétés asymptotiquement hyperboliques. Soit M" une variété 
compacte à bord. On suppose que dM est séparé en deux parties ouvertes 
dooM et ÔqM (réunion de composantes connexes). On notera M = M\J ÔqM. 
On appelle fonction définissante pour dooM une fonction lisse p : M ^ 
[0; oo[ telle que p~^{0) = d^M et dp le long de dooM. Une métrique 
g sur M sera dite conformément compacte de classe C''^ si p^g s'étend 
en une métrique g G C''^ sur M. Un calcul simple montre alors que, si g 
est conformément compacte de classe C'''^ avec / -|- /3 > 2, la courbure sec- 
tionnelle de g tend vers — |d/o||- au voisinage de dooM. On dira donc que g 
est asymptotiquement hyperbolique si g est conformément compacte 
avec \dp\j = 1 le long de dooM. On notera par la suite M^- = p~^{]0;a[) et 
Sa = p~^{a). Sa est une sous-variété si a est assez petit. 

2.2. Espaces de fonctions. On fixe un fibré vectoriel géométrique (i.e. as- 
socié au fibré principal SO{M)) E sur M. Par la suite, on se fixe A; > un 
entier et < a < 1. On définit tout d'abord l'espace . C'est l'ensemble 
des sections f : M ^ E de classe C^'" qu'on munit de la norme standard. 

On définit ensuite l'espace de Sobolev Wq'P{M,E). C'est 1 'espace de 
Sobolev des sections u £ telles qu'au sens des distributions, V j G 
{0, • • • , k}, V^-'^u G LP. On le munit de la norme : 
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W1;'P{M,E) 




Puis l'espace de Sobolev à poids W^'^{M, E) = p'^Wq'^{M, E) qu'on mu- 



nit de la norme II ni 



Wg'^{M,E) 



\p'^u\ 



Wo'^{M,E) 



. On notera L? = W, 



Finalement nous définissons les espaces de Holder à poids. On choisit 
tout d'abord un nombre fini de cartes (j) = {p,9^,--- ,0^~^) au voisinage 
de dooM. telles que le domaine de définition des (j) recouvre doc M qu'on 
complète avec un nombre fini de cartes dont le domaine de définition est 
précompact dans M. On note El l'espace hyperbolique vu comme le demi- 
espace de M" {xi > 0} muni de la métrique ghyp = -^geuci- et on définit 

Bj. la boule centrée en (1,0, ••• ,0) de rayon r dans El pour la métrique 
hyperbolique. Si M 9 po = </'~^(pO)^o ' ' ' '^o~^) l'image réciproque par 
une des cartes fixées, on définit les coordonnées de Môbius au voisinage en 
Pq par : 



if : 



PO 



ip) 



p{p) e\p)-el 



Qn— 1 



qn— 1 

^ 



PO PO PO 

Br- On introduit ensuite la norme de Hôlder : 



\u 



PoJ 



u 



'(Bi) 



L'espace C^'"(M, E) est alors l'espace des sections u G C^^^ telles que : 



ll'"llc^*'°(Af,£;) 

2.3. La méthode de monotonie. Pour résoudre l'équation de prescrip- 
tion de la courbure scalaire, nous utilisons la méthode de monotonie adaptée 
pour prendre en compte des conditions au bord non linéaires telle qu'elle est 
décrite dans |Max05| . Cette méthode nous sera également utile par la suite 
pour la résolution de l'équation de Lichnerowicz (voir section [5]). Cepen- 
dant, contrairement à |Max05| . nous regardons l'existence de solutions dans 
les espaces de Hôlder à poids. Nos sur et sous-solutions seront des fonc- 
tions lipschitziennes, dérivables dans un voisinage du bord interne ÔqM, sur 
et sous-solutions au sens des distributions. Dans tout ce paragraphe, nous 
fixons une variété {M"', g) asymptotiquement hyperbolique de classe C^'^ 
(l + P > 2), un entier A; > 2 et a un réel, < a < 1 tels que 2 < k+a < l+p. 
Supposons qu'on souhaite résoudre le problème suivant : 



(2.1) -Aip = F{p,ip) 

où F : M X — > R est une fonction de la forme F{p, tp) = X^ie/ '^i{p)v^' 
avec / est un ensemble fini, /îj G R et Oj G Cq'"(M). Notons que si V i G 
I , Pi = ou Pi > 1, F se prolonge en une fonction dérivable a M x R+, ce 
qui sera sous-entendu par la suite. 
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Proposition 2.1. On suppose qu'il existe deux fonctions 93+ et ip- appelées 
respectivement sur-solution et sous-solution à valeurs dans (e; 00) pour 
un certain e > petit (ou dans M+ dans le cas où les Pi sont nuls ou 
supérieurs ou égaux à 1), continues sur M , lç^ > , telles que : 

^i^^Cl (m) - v^+AV^ > /^,, V'F (p, (^+) 

{resp. - /^^ AV^ < /j^^ il^F {p, (p_)) 

alors, si on sait que (estimation a priori) si (p est solution avec ip^ < < 
(^+, alors 99 > e > pour un certain e, on a : 

(1) Problème de Dirichlet le long de ÔqM 

Soit h G C^'"(9oM). Si tp- < h < Lp^ sur ÔqM, il existe une 
fonction ip G Cq'", 99 < tp < ip^, solution du problème de Dirichlet : 



Aip = F{p, ip) 
ip = h sur doM. 



(2.2) 

(2) Condition au bord ÔqM non linéaire 



On se donne ici une fonction f : doAI x ^ M de classe 
On suppose de plus que du(p+ > f (jp,(p+) (resp. d^^P- < f {p,'P-)) 
\/p S ÔqM . Alors il existe une fonction (p G Cq'" telle que ip^ < 'P < 
solution de : 



(2 3) [ = ^^^''^^ 

\ dvP> = fip,<p) sur ÔqM. 

Démontrons le second point, le premier étant plus simple. Notre preuve est 
basée sur des lemmes issus de |GL91] . Commençons par le lemme suivant : 

Lemme 2.2 (Principe du maximum généralisé). Soient M une variété 
asymptotiquement hyperbolique et f ^ C^(M) une fonction majorée. On 
suppose que f n'atteint pas son maximum en un point de ÔqM . Alors il 
existe une suite pi £ M telle que : 

(1) limi_,oo / {Pi) = supM f 

(2) lim,^oo|V/(p,)lg = 

(3) limsupj^oQ A/ (pi) < 0. 

Pour la preuve, nous renvoyons à jGL9H Théorème 3.5]. Celle-ci reste 
néanmoins proche de celle du lemme [3^2] qui s'en inspire. 

Lemme 2.3. Soit 5 G M. Si A est assez grand, pour tous g G q"^'°(M) et 
h G C'=-i'"(ôoM), il existe une unique solution u Ce' à : 

j -Au + Au = g 

\ dyU + Au = h sur ÔqM. 
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Démonstration. Posons Qi = p ^([^;oo[). Choisissant i assez grand, on 
peut supposer que ÔqM C est compact donc le problème : 



-Au + Au 
djjU + Au 
u 



g sur 

h sur ÔqM 

sur dVLi \ doM 



admet une unique solution Ui G C'^'" (fij) (On voit facilement que la seule 
solution du problème homogène est et l'opérateur est Fredholm d'index 
0). En constatant que si po G Oj, -Biog2(Po) C fii+i, on a, en utilisant les 
estimations de Schauder internes (Lee06t Lemme 4.8] et au niveau de ÔqM 
[GTOll Lemme 6.29] : 



< C(\\g 



'(M) 



+ 



OÙ C est une constante indépendante de i. Reste à estimer ||'Uî||(jO,o^^^ 



-A/ + V 



p2 (ôp'-'Ap + 6{ô-l)\Vp\;p' 



ô{n-l- ô) \Vp\^ + A - 6pAp]p\ 




+ V 



{n-2)ô\Vp\lp'-^ 



Donc si A est assez grand, on a —Ap^ + 74/3*^ > é-p^ . Maintenant : 



+ V 



g - Aui 



A 



Ui 



u^Ap^ 
p^ p^ 



Ui_ 



Ap^ 



.Ui 



Ui 



.Ap'-{Vp\V 



Ui 



P" 
,5 ' ^ 



P" 



A 



Ui 



P" 



A4. 



En distinguant les cas oii 



est maximal en un point intérieur à Vti 



et le cas oii le maximum est atteint sur ÔqM, on a alors que 



< 



2 II 9 



AII^IIoo + B 



, (oii on a posé B = ming^M {p^A + ôp^ ^d^p) , > si A 
est assez grand, ce qu'on supposera par la suite). Les fonctions sont donc 
bornées en norme C^'" sur les compacts de M. Le théorème d'Ascoli et un 
procédé d'extraction diagonal permettent alors, par une méthode analogue 
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à celle utilisée dans la preuve de |GL91t Proposition 3.7], de trouver une 
fonction u G Cg''' (M) f]qf^{M) qui satisfait à : 

J —Au + Au = g sur M 
\ dyU + Au = h sur dç)M. 

On a alors u G C^'"(M). Par le principe du maximum généralisé (lemme 
12. 2|) . on constate que u est l'unique solution de ce problème. Finalement en 
utilisant la régularité elliptique |Lee06] . on a u G C^'"(M). □ 

Revenons maintenant à la preuve de la méthode de monotonie : 

Démonstration de la méthode de monotonie (Proposition \2.1\) . Posons A = 
minj\,/ et A = max^f Choissisons une constante A assez grande telle 
que, pour tout p G M, les fonctions ip i— > Aip + F{p, ip) soient croissantes 
sur [A; A] de même que les fonctions ip ^ Aip + f{p, ip) pour tout p G ÔqM 
et telle que le lemme 12.31 soit vérifié pour 5 = 0. On peut alors définir une 
suite {pi)i de fonctions telles que po = pj^ et telles que Pi+i soit l'unique 
solution dans Cq'"(M) de : 

{-/:\p + Ap = Api + F{p,pi) sur M 
\ dup + Ap = Api + f{p,pi) SUT do M. 
L'existence et l'unicité de Pi+i sont garanties par le lemme [2^31 La suite 
des fonctions pi est décroissante et minorée par p^. En effet, montrons par 
exemple qu'on a pi < po = p^. Ceci revient au même que montrer que la 
fonction pi — po est partout négative. Supposons par l'absurde qu'il existe 
un point p G M tel que piip) — Po{p) > 0. On a trois cas : 

- Soit le supremum de pi — po est atteint en un point p G doM. Dans ce 
cas du {pi - Po) < 0. Mais d^pi+Api = f{p, po) + Apo < duPo + ApQ. 
Ce qui impose A{po — pi) > : absurde. 

- Soit le supremum de pi — po est atteint en un point intérieur à M et 
il existe < e < supjy {pi — po) et un compact K C M tels que sur 
M \ K , pi — Po < sup^j {pi — Po) — e. Dans ce cas : 

/ {-A^ + Ai,){pi-po)<0 V7/;gC2'0. 
Jm 

Comme po et pi sont localement lipschitziennes et = au voisinage 
de dM, on a : 

/ ((VV',V(^i-v9o))+^V'(^i-V'o)) <o. 
Jm 

Par densité, ce résultat reste vrai pour toute fonction ip lipschitzienne 
à support compact. En particulier pour •i/'e = max {pi — po — ^,0} : 

i..«-t) (1^ (»" - - 1) r + ^ - ^» - 0> /„ (1^*.!^ + ■^*?) 

absurde car V'e / 0. 
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— Sinon, le supremum est atteint à l'infini, posons F = sup^^ {cpi — ipç,) — 
{ifi — ifo). Il existe une suite de points pi E M telle que F{pi) — > 0. Par 
hypothèse, cette suite sort de tout compact de M. Quitte à extraire une 
sous-suite, on peut supposer que pi ^ p £ dooM. On choisit alors une 
carte (p, • • • , 6^~^) au voisinage de p. Posons ensuite rj = et 



, , , (pip) - pipi)f + Zj {o'ip) - o'iPi))' 
9i{p) = 1 -é ■ 

i 

Onamax{g.>o} \dagi\ < ^, max{g.>o} \dadpgi\ < ^ donc sup{g.>o} \dgi\g < C, 
sup{g.>o} |Agij|^ < C où C est une constante indépendante de i. Soit qi 
un point où j: atteint son minimum dans {gi > 0}. F{qi) < j^)jF{pi) < 

F{pi) donc F{qi) 0. On définit ensuite hi = max|o, Cj — |^| où 
™i'^{9i>0} fi <^i< 2min{g.>o} f ■ On a alors : 



Asup{(pi-ipo) [ hi < [ {{Vhi,VF) + AFhi) 

JM JM 

< [ ((vhi,V-)gi + {Vhi,Vgi)- + AFhi) 

Jm W 9i/ gi ) 

~ Im^~ iV/iilg^i - i^hlVgi) + ei {Vhi,Vgi)) 

< J^[-\Vhi\lgi + {hlAgi)-ei{hi,Agi)') . 



On en déduit en particulier que, pour une certaine constante C > 0, 



< / hi<Cei [ hi 
Jm jm 

absurde car — ^ 0. 

On a donc montré que (pi < (po partout. On a donc Aipi + F{p,(pi) < 
A(po + F{p,(Pq) et Aipi + f{p,(pi) < A(po + f{p,'po). Par récurrence, on 
voit que la suite ipi est décroissante et une preuve analogue à la précédente 
montre que ipi > tp-. Montrons maintenant que la suite fi est bornée dans 
Cq'". Pour cela, constatons qu'on a l'inégalité suivante dont la preuve est 
directe : 



11/ (P 

on en déduit alors l'inégalité suivante : 
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< C {\\F{p,ipi) + Aipi\\^o,o.^j^j^ + +^<^i|lci>-{9oM) + IIV'i+l|lcO'0(M) 

^ (ll<^illcO'"(M) + (ll'^illci.-(9oM) + l) + Il<^mllc0-«{M) 

OÙ pour obtenir la seconde ligne, on a utilisé le fait que F est uniformément 
lipschitzienne en ip pour m < (p < AI. Nous ne pouvons pas utiliser directe- 
ment l'inégalité d'interpolation pour majorer ||</5j+i||^2,Qj.jj-j à cause du terme 

quadratique dans l'inégalité précédente. Il nous faut majorer ||¥'î|lci.a(gQjvf)- 
Montrons tout d'abord comment cette majoration permet de conclure. Re- 
prenant l'inégalité précédente, on en déduit : 



IV'î+lllr^'" — C*" ( llv'ilU'''" + 1 



— ^p^^ (\\'^i\\c"'° ~'~ ^) ~'~ '"ll'/'*llc^'" (inégalité d'interpolation, |GTOH lemme 6.35]) 



Choisissant /i G (0; 1), on obtient alors est 



borné indépendamment de i : 







fiWc^-^ < — ^- — ^- {i - fi') + y 



2, a 



1 — ^ 

Ci^)(||(^+||,o,o+l) 
< + ll¥^+llc„^.^- 

En utilisant les théorèmes d'Ascoli et de Dini, (p^o = inf j ipi est une fonc- 
tion Cf^^ sur M et (pi converge en norme C^'" sur tout compact de M. On 
a alors que dv^oo = fip,foo) et — A(/?oo = F{p,ipoo)- On en déduit que 
foc £ Cq'". En utilisant le lemme [2^ on obtient alor£| 9^00 £ Cq'". 

Montrons finalement comment majorer Hv^j ||ci."(9oM)- Po^i' cela, choi- 
sissons ri, Q' des ouverts réguliers, relativement compacts de M tels que 
ÔqM C ri et ri ce ri'. L'estimation a priori pour les espaces de Sobolev sur 
ri s'écrit : 

ll'/5î+i|lH^2,p(f^) < c ^||-Av9i+i + ylv9i+i||^p(f^) + \\du(pi+i + + ||v7i+i||2,p(n')^ 

Pour p = j^, on a l'injection de Sobolev W'^'P{n) ^ C^'" (H) et : 



-'^C'est ici qu'intervient l'hypothèse ip > e > 0. En effet (p 1— > (p^^ n'est pas borné en 
norme C*"'" sur RI si < fc + a 
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Lp{n') 



< C" snp\F{p,ipi{p)) +Aipi{p)\ + \\f{p,(pi) + Aipi\\^n,o(Q..M) + sup \ipi+i{p)\ 

\pen ^ ' p&Q' 

< C" sup \F{p, ^p+{p)) + Aip+{p)\ + sup \ip+{p)\ 

\pen p^n' 



+ \\f\\c^-0{doMx[m,M]) (l + \\Vi\\c^.O(doM))) 



En appliquant, comme précédemment, l'inégalité d'interpolation [GTOU 
Lemme 6.35], on obtient : 

||'/'î+l|lci.'»(?7) - ll'/'î|lci.«(ÎT) + ^ji'' (l + Il'^«llc0'0(n)^ 

< \\v>i\\chc^(n) + C^ji^ (l + \\v+\\cofi(n)^ 
Un raisonnement identique au précédent permet de conclure que les ||¥'î|Ici,q(j^), 
donc en particulier les ||¥'î|Ic1'°((9oA/) bornés. □ 

3. RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DE PRESCRIPTION DE LA COURBURE 

SCALAIRE 

Nous regardons ici le problème de l'existence et de l'unicité de solutions 
à l'équation : 

(3.1) - ^^ Ay + Seal V? = Sral ip^'^^ 

n — 2 

sur une variété M asymptotiquement hyperbolique. Seal désigne ici la cour- 
bure scalaire de la métrique g et Seal, la courbure scalaire deg = f'^g avec 
K = est une fonction donnée. 

3.1. Problème de Dirichlet le long de doM. 



3.1.1. Existence et unicité de la solution. On regarde ici le cas oii on prescrit 
(p = ifo le long de ÔqM ((/Jq > 0). On va montrer le théorème suivant : 

Théorème 3.1 (Solutions de l'équation de prescription de la courbure sca- 
laire avec condition au bord de Dirichlet). Soient deux fonctions Seal, Seal G 
Cq~^'"(M) (k + a < 1 + 13) avec Seal < telles que Seal, Seal — >a^M 
—n{n — 1) 990 > une fonction C'^'" sur d^M alors il existe une solution 
unique 93 G Cq'" telle que (/? > et ip -^d^M 1; problème de Dirichlet : 

(3 2) 1 -^^A^j + Scal y. = S^l^^+^ 

\ (f = (fo sur ÔqM. 

Ce théorème utilise le lemme suivant : 
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Lemme 3.2. Soit / : M ^ M une fonction bornée. Il existe une suite 
{Pi)ieN , M telle que : 

(1) f{Pi) lim sup/ 

(2) |V/(k)|^^0 

(3) limsupj^oo A/(pi) < 0. 

Démonstration. On choisit une suite de points qi £ Mi tels que sup^^^ / — 

» 7 

fiÇi) < 7- On a donc f{qi) — > lim sup /. Quitte à extraire une sous-suite, 

daoM 

on peut supposer que qi converge vers un point q £ dooM. On pose ensuite 
Fi = sup^,f^ (/) + i — /, ainsi Fi > j sur Mi. Comme précédemment, 

on introduit une carte [p,9^,--- ,6*""^) au voisinage de g, on pose ensuite 
ri = ^ et 

. , _ , ipjp) - pjQ'ùf + Ej {oHp) - o'{q^))' 

9i[P) — ^ 2 

Onamax{g^>0} l^aS-il < V-^'^^H9^>o} Idad/sgil < ^ donc sup|j^^>o} \dgi\g < 
C, sup|g.>o} |A(5rj|g < c où c est une constante indépendante de i. On 
choisit ensuite un point pi G {gi > 0} tel que j^{pi) soit minimal. Remar- 
quons que ^ ^g.^o+ c« donc le minimum est atteint. En un tel point 
< —(pi) < Fi{qi) < i par conséquent on a encore f{pi) — > lim sup /. On 

a ensuite : 

= Vlog (^^^{pi) 
VFi Vgi 

= -y-{p^)-—{Pi)■ 

Donc |V/|,(pi) = |VF4(pi) = f (K)|V5^UPi) < ^ ^ 0. Ensuite, 



< Alog ( f ) (k) = ^{Pi)-^{pi). On en déduit que -M{Pi) = AF, > 



^'g^^' {Pi) ~^ 0. Ce qui montre que lim sup A/(pi) < 0. 



n 



Démonstration du théorème 13. il La démonstration de ce théorème repose 
sur la méthode de monotonie (Proposition 12. Ij) . L'hypothèse Seal < im- 
plique que ip+ = A avec A grand est une sur-solution. On peut supposer 
de plus que A > (/?o- De même = est une sous-solution naturelle. Ce- 
pendant, c'est également une solution et il faut s'assurer que la méthode de 
monotonie ne converge pas vers cette solution. Nous allons donc modifier 
if- au voisinage de dooM pour obtenir une solution ip telle que ip -^dacM 1- 
Pour cela, on introduit : 



(3.3) 



ifa = max {a — p, 0} 
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Sur Mo-, si a est assez petit, on a : 

i^^^^Av^o + Seal = -l^!^llp2 [-Âp+(n-2)^ 1 +Scal(a 
n — 2 n — 21 P } 

4(n - 1) ( _^2^^ ^ _ I vp|!) +Scal(a - 



n-2 V ' '^if/ 



<0 si CT assez petit 

< Scal((T — p) 

La dernière inégalité provient du fait que Seal, Seal -^o^m —n{n — 1) 
donc minAf^|£ir — >o--^o 1- On peut donc choisir a > assez petit tel que 

{(T — pY < a'^ < minM^|Sêj. Ce qui montre que est une sous-solution sur 
Mo- pour cr > assez petit. Fixons un tel cr > 0. Quitte à diminuer a, on 
peut supposer de plus que dp est partout non nul sur M2o-- Soit -0 £ C^^M) 
une fonction test, on a : 

/ (— A^/;)(/9o = / (VV', V(/9o)„ (990 est lipschitzienne) 
Jm Jm 



(VVaV99o)„+ / (VV^,Vv9o>g 
AU Jm\M„ 

lim / (-A(^o)'0+ / ^jVn^ 



JM\M„ + ^^ 7{p=CT+CTl} 



< - / (V-Ac^o) - / (V'Ac^o) 
ja/ct Jm\m„ 

011 on a noté, pour a' G (0;2cj), A'o' la normale unitaire à l'hypersurface 
{p = a'} pointant dans la direction p croissant : dp{Nfji) > 0. Ainsi (pa 
est une sous-solution au sens des distributions. Il existe donc une solution 
au problème de Dirichlet 13. 2[ Il faut maintenant vérifier que (p ^ 1 sur 
dooM. Or il existe une suite pi £ M telle que limj_>oo ^(Pi) = limsup^^^y/ 99, 
limsupj^j^ Aip{pi) < 0. On en déduit, en regardant l'équation (j3.ip en pi et 
en passant à la limite : 

lim Seal (p{pi) < lim Seal fipi)'^^^ 

i— >oo î— >oo 

donc : 



-n(n — l)lim sup ip < —n{n — l)lim sup (p 



K + 1 
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ainsi < limsupg^^ < 1. De la même façon, on peut trouver une suite 

Pi € M telle que limj^oo V'(p'î) = liminfaooA/ '/^î lim inî oo ^v{p'i) > 0. On 
trouve alors liminfg_^Af = ou liminf^^A/ (/9 > 1. Cependant le premier 
cas est impossible car y? > (/^o- et limg^jvf = cr > 0. Ce qui montre (^9 — > 1 
au niveau de dooM. Par le principe du maximum de Hopf (voir par exemple 
[GTOU Théorème 3.5]), f > 0. Ceci permet de montrer que if > e > 
pour e assez petit, ce qui est l'estimation a priori nécessaire pour montrer 
la régularité de ip : ip & Cq'". Suivant |Del97j . on peut maintenant poser 
ip = e^. 9 vérifie l'équation : 

_4(n_-l) ^ 2. ^ s^^i ^ ^ne^ 
n — 2 ^' 
Supposons maintenant qu'on a deux solutions ^i, 62 de cette équation 
telles que 6*1 = ^2 = sur dooM, 61 = 62 sur d^M, on a alors en soustrayant : 



4(n 
n 
Or : 



(a {Oi - 62) + (V(0i + 02), V(0i - 92)) g) = S^l (e'^^i - e'^^^ 



= {9i-02)k e'^^^dx en posant 61a; = (1 - x)6'2 + xé^i. 

>o 

On conclut alors par le principe du maximum classique que 62 = Oi. La 
solution du problème de Dirichlet est donc unique. □ 

3.1.2. Comportement au voisinage de dooM . Nous souhaitons maintenant 
étudier le comportement de la solution p au voisinage de dooM. On a le 
théorème suivant : 



Théorème 3.3 (Comportement à l'infini des solutions de l'équation de 
prescriptii 
tels que : 



prescription de la courbure scalaire). Soient S G (0,n) et Seal, Seal G Cg'" 



{Seal, Seal — > — n(n — 1) au voisinage de dooM 
Seal — Seal € C^~^'" 

alors la solution p de \3J/à est dans 1 + C^'". 

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme suivant : 

Lemme 3.4. Si a est assez petit, 

- A e M, A > 1, il existe une sur-solution pj^ 1 + C^'" de ()3.ip sur 
Ma- avec P+\s^ = ^• 

- Si < X < 1, si on a l'inégalité > n^K+i(l — A) avec 
Ap = max |p, ^^^2 |> existe une sous-solution p^ £ 1 + Cg'" avec 



COURBURE SCALAIRE PRESCRITE ET CONTRAINTES SUR UNE VARIÉTÉ AH 15 



Montrons tout d'abord comment ce lemme implique le théorème. Pour 
cela posons : 

= SUPA^^ 

= inf Af, 

Comme ip = 1 sur dooM, A^-, Ao- ^ 1 quand a ^ 0. On peut donc supposer 
que Ao- vérifie l'inégalité '^^^^^1^2 > ''^^«+1(1 — Ao-). Le lemme fournit alors 
des fonctions ip±, définies sur Mu' avec a' < a, valant respectivement A^- 
et Ao- sur M^' soient des sur et sous-solutions. En utilisant, comme pour 
l'unicité de la solution (à la fin de la preuve du théorème 13. ip , les inéquations 
vérifiées par log ip et log ip± , on obtient (/?_ < (f < (p+ ce qui montre que 
(/? — 1 G Ce'". On réécrit alors l'équation (13. ip sous la forme : 



(3.4) 

" ^t"- 2^^ A (v? - 1)+ I^Scal - S^1(k + 1) ^ {x^ + {1 - x))''dx^ (v^ - 1) = S^î^l-Scal. 
On a alors ( Seal — Scal{K + 1) {xip + {1 — x))'^dxj G Cq~^'°. Finale- 



ment, par régularité elliptique (voir |Lee06j lemme 4.8), on obtient ip — 1 G 



Démonstration du lemme \3.4\ Nous allons naturellement chercher des fonc- 
tions de la forme : 



ip+ = l + Kp^ 
93_ = 1 - kpK 



Pour cela, calculons Ap' 



Ap" = pMV-(--2)(^,V/ 



5(<5-n + l)p^|V;o|| + ,5/5'^+iA/5. 



19 

est une sur-solution si : 



n - 2 



+ Seal > Seal •p>\ 



— 3^A'u+ + Seal u+ > S^îïi^l f (1 + 1^+)"+^ - 1 ) +Scal - Seal 
n — 2 V 



convexe en uj^ 



OÙ on a posé = — 1 = Kp . Ce sera le cas si : 
4(n- 1 



Aii_|_ + Seal ti+ > (k + l)Scal + Seal — Seal 



Au+ + I^Scal — (k + l)Scalj ii+ > Seal — Seal. 



n - 2 

4(n- 1) 
n-2 
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4(n-i; 
n-2 
4(n - i; 

n-2 
4(n - i; 



Seal — (k + l)Scalj 



{ô{S -n + l)|Vp|§ + 5pÂp) + (Scal - (k + l)S^l) 



if/ 



n-2 
4(n - 1) 
n-2 



■ô{ô - n + 1) + «;n(n - 1) + o(l) 



{ô + l){n - ô) + o{l) 



Si on choisit a assez petit, on peut donc supposer que, sur : 

_ 4(n- 1) ^^^ + (Scal - (ac + l)S^l) îi+ > ~ "^^ {S + l)(n - (5)ii:/. 
Si if est assez grand, on a alors : 

_4(n_l) + Tscal -{k + l)Scal] u+ > Scal - Scal. 

On veut ensuite que sur S^, (p+ = A ce qui conduit à choisir K = ^^^^ 
mais, quitte à diminuer a ou à augmenter K, on peut supposer que c'est le 
cas. 

Pour trouver une sous-solution, il va nous falloir majorer (1 + u-)'^'^^ — 1 
pour U- G [^1,0] (où comme précédemment, on a posé (p^ = 1 + u- avec 
u_ = —kp^). Admettons pour l'instant l'inégalité suivante : 



(3.5) 
On a : 



(1 + n_)'^+i -1-{k + l)n_ < A^+iu'i. 



S^l [(1 + n_)''+i - 1] > Sral [{k + l)n_ + A^+iul] . 
U- étant minimal en p = a, U- > X — 1 et < {X — l)u- : 

S^l [(1 + u-)'^+^ - 1] > S^l [{k + l)u- - A^+i{l - X)u-] 
Comme précédemment, on aura une sous-solution si : 



4(n - 1) 
n-2 
Or : 



Au_ -l-Scal u- < Scal [{k + l)u-. - A^+i{l - A)'u_] -|- Scal - Scal. 



4(n - 1) 
n-2 
4(n- 1 



Au- + Scal U- - Scal [{k + l)u- - A^+i(l - X)u-] 
{ô + l)(n -ô)- n(n - l)^«+i(l - A) + o(l 



n-2 

Si a est assez petit, on peut supposer que : 



kp^. 
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Seal — Seal > —ekp^ 
pour un eertain e > 0. Doue si k est assez grand, est une sous-solution 
et, eomme préeédemment, on peut supposer que = a le long de S^j. 

Démontrons maintenant l'inégalité (|3.5|) . Pour cela dinstingons deux cas : 

(1) Si K > 1, la fonction x i-^ (1 + x)'^ — 1 est convexe donc elle est 
toujours au dessus de sa tangente en x = 0, (1 + xY — 1 > kx. En 
intégrant cette inégalité entre U- et 0, on obtient (jS.Sp . 

(2) Si < K < 1, V X G [-1; 0] la fonction k ^ {l + xY^'^ - 1 - (k + 
l)x — (k + est convexe et négative pour k = et k = 1. On en 
déduit donc l'inégalité (|3.5|) pour < k < 1. 

□ 

3.2. Prescription de la courbure moyenne de ÔqM. Sous une trans- 
formation conforme, la courbure moyenne se transforme de la manière sui- 
vant^ : 



-V yip — Hip = —Hif 



#+1 



n — 1 

On constate que la fonction construite précédemment (équation 13.3p . 
reste une sous-solution pour ce problème au bord. On souhaite ensuite trou- 
ver une sur-solution. Pour cela, constatons qu'on peut toujours supposer 
qu'on a, H <Q sur ÔqM. En effet, il suffit d'effectuer une première transfor- 
mation conforme non triviale uniquement dans un voisinage du bord ÔqM. 
La fonction (Çj^ = A constante est donc une sur-solution si A est assez grand. 
On a alors le théorème suivant : 

Théorème 3.5 (Solutions de l'équation de prescription de la courbure 
scalaire avec courbure moyenne du bord donnée). Sous les hypothèses du 
théorème \ 3.1\ si H £ C^~^'" (ÔqM) , H > 0, il existe une unique solution 
(f G Cq'" telle que f > et ip -^daoM 1 clu problème de la prescription de la 
courbure scalaire avec courbure moyenne au bord donnée : 



(3.6) 



-^5^A(^ + Seal ip = S^l 

i^Vu^p - Hip = -H(p'^+^ le long de d^M. 



De plus si on a, pour un certain 5 G (0,n), Seal — Seal G alors 
99G I+Q'-". 

Démonstration. La démonstration est similaire à celle faite pour le problème 
de Dirichlet. Nous n'indiquons donc que les différences entre les deux preuves. 
Posons 7 = min{Q,-|}, la fonction f{p,(p) = H{p)ip — Hip^^2 est de 
classe C^'"^ sur ÔqM x M^. La méthode de monotonie fournit alors une so- 
lution ip G Cq'^{M), ip -^dooM 1- On sait que > sur M. Donc p peut 



n 

La courbure extrinsèque est définie par rapport à la normale A'' pointant vers l'intérieur 
de M alors que u est dirigé dans l'autre sens (convention E.D.P.) c'est ce qui explique les 
signes moins. 
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être nulle uniquement sur ÔqM. Cependant, en un tel point, on doit avoir 

2 ^ 

n-2 



= Hip — Hip2~^^ = -^Vn^ < absurde. Ce qui permet de conclure que 



ip — 1 £ Cq'"(M). On peut donc comme précédemment poser = e^. Si </?i 
et ip2 sont deux solutions de 13.61 alors 9i — 62 satisfait à : 

4(n-l) 
n-2 



2 

n-2 



A (01 - 62) + {V{Oi + 02), V(0i - 02))g) = (01 - 02) 1^ fo e-^-dx 

(01 - 02) + h"^^^ [ et((i-^)^i+^''2)dx (01 - 02) = le long de SqM 
2 Jq 



>o 

[ 01 - 02 = le long de dooM. 

On a donc 0i = 02 (la démonstration est analogue à celle du lemme | 
et If est unique. □ 

4. Construction de solutions des équations de contrainte avec 

des horizons apparents 

4.1. La méthode Choquet-Bruhat Lichnerowicz York. L'objectif de 
ce paragraphe est, principalement, de fixer les notations. Nous renvoyons à 
[BI04] pour plus de détails. Les données initiales pour le problème de Cauchy 
en relativité générale sont une variété riemanienne {M, g), et un 2-tenseur 
symétrique K sur M qui s'interprète comme la seconde forme fondamentale 
du plongement de M dans M, la solution des équations d'Einstein corres- 
pondant à ces données initiales. Par convention, on choisit ici 

K{X,Y) = {VxT,Y), 

où T est le vecteur unitaire futur, normal à M. K est relié, dans l'analyse ha- 
miltonienne de la relativité générale, au moment tt*-' conjugué à la métrique 
Qij par : 

Voir par exemple [Car] . Ce système est contraint et les données initiales 
doivent vérifier les équations suivante^ : 



(4.£!)calg — 2Ac — \K\^g + (tr^i^')^ = (Contrainte hamiltonienne) 

(4.2) ûiYgK — d [tigK) = (Contraintes moment) 

oii Ac est la constante cosmologique et {àiVgK)- = V^Ky. Décomposons K 
en deux parties : K = rg + L où t = ^t^^gK et L est un tenseur symétrique 
sans trace. L'équation 14.21 devient alors : 

divgL — {n — l)dT = 0. 

Si l'on suppose que r est une constante, ce qui signifie qu'on impose à 
notre surface de Cauchy d'être à courbure moyenne constante, on obtient 
donc que div^L = 0. Cette condition est naturelle, voir par exemple |Ger06j . 



'Par la suite, nous ne considérerons que les équations d'Einstein du vide. 
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L est donc un TT-tenseur. Il existe une bijection simple entre les TT-tenseurs 
de deux métriques conformément équivalentes : 

Proposition 4.1. Si L est un TT-tenseur pour g alors L = ip^'^L est un 
TT-tenseur pour g = ip^g où k = 

Ceci suggère la construction suivante. On choisit r une constante, g une 
métrique sur M et L un TT-tenseur pour g. On cherche ensuite une fonction 
if > telle que g = ip'^g, K = ip~'^L + rg soit une solution des équations de 
contraintes. L'équation 14.11 donne pour ip l'équation de Lichnerowicz : 



(4.3) - ^ '-A^ + Seal - \L\lip~^~^ + (n(n - 1^ - 2A,) p^+^ = 0. 

n — 2 y \ 

Nous allons nous intéresser au cas oîi la constante cosmologique Ac est 
négative ou nulle et 

(n(n — 1)t'^ — 2Ac) > 0. Par un changement d'échelle, on voit qu'on peut 
supposer n(n — l)r^ — 2Ac = n{n — 1). En particulier |t| < 1. Ce cas inclut, 
par exemple, les hypersurfaces asymptotiquement isotropes d'une variété 
asymptotiquement lorentzienne pour lesquelles Ac = OetT = ibl {t = +1, 
resp. —1, pour les hypersurfaces de Cauchy pour le développement en temps 
futur, resp. passé) et le cas r = 0, 2Ac = — n(n — 1), des hypersurfaces de 
Cauchy à courbure moyenne nulle dans un espace-temps asymptotiquement 
anti-de Sitter. 

4.2. La condition au bord d'horizon apparent. Soit {M, g) une variété 
asymptotiquement hyperbolique avec un bord interne (éventuellement vide). 
On pose : 

d^M = [jai 

i 

OÙ les Ui représentent les composantes connexes de d^M. Pour chaque Uj, 
on fixe = ±1 qui correspond à la condition d'horizon apparent futur 
(ej = —1) ou passé (e^ = -|-1). Sous une transformation conforme, la trace 
de la seconde forme fondamentale Hi de ai devient : 



(4.4) 



Hi 



lHi + 2 



n-l Vn,V 



n — 2 Lf 

où Ni est la normale sortante de l'horizon, i.e. pointant vers l'intérieur de 
M. La condition d'horizon apparent pour s'écrit (voir par exemple [Wal] 
section 12.2) : 



Hi 



(^-2 [Hi + 2 



n-l VAT.y? 
n — 2 (p 



2{n-l) 



n-2 
Si on pose i^i 



-VN,V + Hiip = Ci 



-Ni, on a donc : 



eitiaiK 

€i [{n - 1)t + p^'^tTa-L] 

in-l)Tip^+^ - L{N„Ni)^-^-^ 
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, . 2(n — 1) r / X ±-i 

(4.5) _ ' Vy^^-Hi^ = ei L^^^^ip 2 - (n - l)r 992"^ 

5. RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DE LlCHNEROWICZ 

Comme pour l'étude de la prescription de la courbure scalaire, nous 
fixons une variété asymptotiquement hyperbolique (M, g) de classe C^'^ avec 
Z + /? > 2, une constante r G [—1; 1], des constantes = ±1 associées aux 
composantes connexes du bord intérieur et un TT-tenseur L sur M. 

Nous allons montrer l'existence d'une solution à l'équation de Lichnero- 
wicz dans C^'" avec 2 < /c + a < / + /?, < a < 1 et 5 G [0; n), 

satifsaisant au niveau du bord interne à la condition d'horizon apparent 
()4.5p . sous les hypothèses : 

(1) Seal + n(n - 1) G C^~^'", Seal + n(n - 1) -^ôo^m 0, 

(2) L G C^''" {M,T*^M), L -^q^m 0, 

2 

(3) L satisfait à EiLy.^- > sur chacune des composantes connexes Ui 
du bord interne. 

Nous devrons de plus supposer que si e^r = —1, le bord ai a un inva- 
riant de Yamabe y{(Ti) strictement positif. Ceci n'impose de restriction que 
lorsque Ac = 0. Ce cas apparaît comme un cas critique pour ce problème 
et n'est pas soluble dans le cas général (voir contre-exemple page [26]) . Nous 
renvoyons au théorème 15.31 page [26] pour un énoncé plus précis du résultat. 
La construction est basée sur la méthode de monotonie (Proposition 12. ip . 



5.0.1. Construction d'une sous-solution. Afin de construire une sous-solution, 
commençons par constater qu'on a une sous-solution naturelle à l'intérieur 
de M (en oubliant les conditions au bord interne) donnée par la solution de 
l'équation de Yamabe : 

_ 4(ra- 1) ^^^ + Seal + nin - 1)^1+^ = 0. 
n — 2 

Montrons le lemme suivant : 

Lemme 5.1. Soient {M., g) une variété asymptotiquement hyperbolique à 
bord de classe au moins C'^'^ , < a < 1, Seal, Seal G Cq'" deux fonctions 
telles que Seal = Seal —n{n — 1) au voisinage de dooM avec Seal < 0. 
Si e > est une constante, on note ip^ G Cg'" la solution du problème de 
Dirichlet : 

-^|^A(^ + Seal 99 = S^l ^'^+^ 

iç = t sur ÔqM 
ip = 1 sur dooM. 

Alors il existe t] > tel que si e > est assez petit, on a au niveau du 
bord intérieur : 
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Démonstration. Montrons tout d'abord que si e < e', (p^ < ip^:'. On a vu 
(théorème 13. ip que (pe-,^e' > 0. On peut donc poser 9^ = logip^ (resp. 6^^' = 
logif^'). 6e, 0^' vérifient alors l'équation : 

^^^'^'^ ^ + Seal - S^l e'^^^C) = 0. 

En soustrayant les deux équations, on obtient : 

n-2 



où on a posé 9^ = (1 — x)9e> + x9e- Par le principe du maximum classique, 
on a alors 9^' > 9^- 

Les fonctions v^e, e < eo sont équicontinues sur les compacts de M. En 
effet, on a : 



\ A/ 

< C (^\{A - Scal)(^e - n(n - l)95e'''"'"||cO''»(M) + l'^^l^ 

< (sup I (/9e I + 1) (inégalité d'interpolation) 

M 

< (sup|(/9,j + 1). 

M 

Les fonctions (p^ tendent donc uniformément sur tout compact vers une 
fonction ipo continue. On voit ensuite facilement que ipo est dans Cq'" avec 
(/9o 7^ 0, que ife — > ^0 uniformément sur M (les fonctions p^ sont toujours 
plus grandes que la fonction définie en ()3.3p ce qui permet de montrer 
que ipo -^d^M 1 et p^ converge simplement en décroissant vers po) et que 
ifo est solution du problème de Dirichlet : 

-^5^A(/7 + Seal p = S^l p^+^ 

ip = sur doM 

(/? = 1 sur dooM. 

On a ensuite : 



Iv?, - V^oLz.c < c (\\{-A + A){ipe - ipo)\Lo,c + \\ipe- ipoLofi 

"^0 \ "--o '-0 

< C'\\ipe - ipo\\i.o,c. 

< C"||(/?e — 93o|Uo'0 (inégalité d'interpolation) 



■"0 
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Posons 77 = I minggAf l^i/V^ol- Le principe du maximum de Hopf [GTOlj 
permet de montrer 7/ > 0. Si e est assez petit, l'inégalité précédente montre 
que \\ipe — ^oWff-'^ < ^min^pA/ I^^V^oli on a alors dyip^ < \duipQ < —rj. □ 

Pour e assez petit, on a donc sur ÔqM : 



2(n - 1) 



n 



2(n - 1) 



r/ - Hie 

li — L 

< -ei(n- l)Tet+i 



< ei 

< ei 



j -1 



(n-l)T 



{n — 1)t (p. 



Ainsi (p^ est une sous-solution pour e assez petit. 

5.0.2. Construction d'une sur-solution. Dans toute la suite, on pose d^M = 
{p G M\ dg{p,doM) < 6}. On choisit Ôq assez petit tel que l'application : 

r: d2SoM — > R 

p ^ dg{p,doM) 

soit non singulière. Les hyper surf aces r = este sont alors des sous-variétés 
compactes de M naturellement difféomorphes à ÔqM. On note la trace 
de la courbure extrinsèque de l'hyper surf ace r = este. Rappelons que le 
laplacien se décompose en : 



(5.1) 



52 f df 
A/ = -4 + + A,/, 



où Ar désigne le laplacien associé à la métrique induite sur l'hypersurface 
r = este. 

Comme pour la prescription de la courbure scalaire, constatons que si 
A est une constante assez grande alors = A est une sur-solution de 
(j4.3p . Nous allons ensuite modifier ip^ au voisinage de ÔqM pour que ip+ 
soit une sur-solution pour la condition au bord d'horizon apparent (|4.5|) . 
Concentrons- nous tout d'abord sur le cas e^r > —1. On remarque tout 
d'abord que, quitte à modifier la métrique par un facteur conforme non 
trivial au voisinage de ÔqM, on peut supposer que Hr >0 et Seal > dans 
un voisinage de doc M (il suffit de choisir une fonction ip = (p{r) > telle 
que + ^fi^) > 6t p"{0) < très grand négativement de sorte 

à avoir Seal > sur doM, les fonctions Seal et étant continues, elles 
restent positives dans un voisinage de doM). 

Soit / la solution de l'équation différentielle suivante : 



(5.2) 




n{n-2) 
4 J 

A 
0. 
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/ est définie sur [0, ôa) pour un certain ô\ > 0. En multipliant par /' et en 
intégrant entre et x S [0, 6a) l'équation différentielle, on obtient l'équation 
« conservation de l'énergie » : 



(5.3) fixf = ifixr^' - A'^+^) . 

Cette équation du premier ordre s'intègre en : 

''f^'-^'i dy n-2 



-X. 



Finalement en posant y = Kz : 

A dz n — 2 ^ K. 

= = xA2 . 

y/z'^+-^ - 1 2 

L'intégrale / = ^^K+i i convergente donc f{x) n'est défini que si 
^^xAt < I, ce qui montre Ôa = 

Quitte à prendre une valeur plus grande pour A, on peut supposer que 
Ôa < Sq et Scal,iîr > sur ds^M. Soit S G (0; Ôa) à déterminer plus tard. 
Définissons : 



(5.4) ip, 



A sur M \ dsM 

f{ô — r) sur dsM. 



On a vu que ip+ est une sur-solution sur M \dsM. Vérifions que est 
une sur-solution sur dsM. En utilisant la formule (|5.1|) . on a : 



' '^ Ay+ + Seal ip+ - \L\lip^^-^ + n{n - 1)^1^' 

= {dlf{ô -r)+ Hrdrfiô - r)) + Seal f{ô - r) 

n — 2 

-\L\lf{ô - r)—^ + n(n - l)f{ô - r)-+' 
Ain — 1 '1 

= ^ {f"{5 - r) - R,f{ô - r)) + Seal f{ô - r) 

n — 2 

-\L\lf{ô - r)— 3 + n(n - l)f{ô - r)^+^ 

> -^^^^^r(<5 - r) + Seal f{ô - r) - \L\lf{ô - r)—' + n{n - l)f{ô - r) 

n — 2 ^ 

> Scalf{ô-r)-\L\lf{ô-r)-^-^ 

> Seal A- |L|2A-''-^ 

où, pour obtenir la dernière ligne, on a utilisé Seal > et /(x) > A pour 
X G [0;Ôa)- Donc, si A est assez grand, on a que 99+ est une sur-solution 
sur dsM. Maintenant est de classe et ses dérivées partielles sont 
lipschitziennes. Un calcul analogue à celui fait dans la preuve du théorème 
13.21 montre alors que est une sur-solution au sens des distributions de 
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(j4.3p . Il reste à voir que, pour les conditions au bord (|4.5p . est une 
sur-solution (pour ô bien choisi) : 



2(n - 1) 
n - 2 
c'est-à-dire : 



il ^ 

Or, en utilisant l'équation (|5.3|) . ceci revient à montrer : 

{n-l)Vf{Sr+^-A-+^-H,f{ô) > 6, [l,^,J{ô)-'-^ - (n - l)r/(5)i+t 

Si on choisit ô proche de ô\, on peut obtenir des valeurs aussi grandes 
qu'on le souhaite pour f{6) : 



= (n-l)(l + e,T)/(5)i+t+0(/(5)). 

Par hypothèse 1 + e^r > donc en choisissant 5 assez proche de 6\, on 
peut supposer que : 



(n-l)y/f{ôr+^ - A-+^ + in-l)eiTf{ô)'+^-HJ{ô)-e,L,^,J{6)-'-^ > 0. 
99+ est alors une sur-solution. 

Traitons maintenant le cas d'un bord pour lequel e^r = — 1. Nous devrons 
de plus supposer que y{(Ji) > 0. Nous allons procéder exactement comme 
dans le cas e^r > — 1, c'est-à-dire en modifiant la sur-solution dans un voisi- 
nage du bord a^. Nous n'indiquerons donc que les difi'érences. Remarquons 
tout d'abord qu'on a le lemme suivant : 

Lemme 5.2. // existe une métrique g' conforme à g telle que g' = g en 
dehors d'un voisinage relativement compact de ai, et telle que 

Scal^. est une constante strictement positive et H[[r' = 0) = 0,dr'Hl{r' = 0) 

où Scal^. est la courbure scalaire de ai muni de la métrique induite par g' , 
r' est la fonction distance à ai pour g' et H[ est la courbure moyenne des 
hypersurfaces de niveau {r' = este}. 

Démonstration. La construction de g' se fait en trois étapes. Tout d'abord 
on construit un premier facteur conforme ui tel que ui = 1 sauf dans un 
voisinage de ai tel que la métrique gi = restreinte à cii a une courbure 
scalaire constante strictement positive. Puis à l'aide d'un second facteur 
conforme U2 valant 1 au niveau de cJi, «2 = 1 en dehors d'un voisinage 
de ai et dont la dérivé normale en ai est bien ajustée, on contruit une 
métrique 52 = 1*2 ffi ^^^^^ "l^^ courbure moyenne de ai est nulle (voir 
formule (j4.4p l. Finalement, imposer dr'H'(r' = 0) = est plus délicat car 
sous un changement conforme les hypersurfaces {r = este > 0} changent, ce 
qui change la définition de dr. L'astuce est de remarquer que si on note U3 
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le facteur conforme à déterminer et qu'on pose g' = u^'^g2, f' = dgi{ai, .)... 
on a, en notant S la seconde forme fondamentale du bord (les quantités 
r', H\... sont associées à la métrique g' alors que A''2, Ric2,.-- sont associées 
à la métrique §2) ■ 



dr'H' + l^'l^, = — Ric'(A^', A^') (équation de Mainardi, voir par exemple [Pet98] ) 
= -ulRic'{N2,N2) 

HesSAr2,Ar2 U3 



-ul 



mcg,iN2,N2) + in-2)- 



U3 



l^(n-l) 


du3 


2 










U3 


92 


U3 J 



(transformation conforme du tenseur de Ricci, voir par exemple |Bes87j ). 

Choisissant U3 tel que 143 (r2 = 0) = 1, dr2Uz{r2 = 0) = 0, on a, en r = : 

d,'H' + \S\l = -Ric2(iV2,iV2) -{n- l)dXu3, 

ce qui permet de déterminer d'^.^u^ de manière à avoir dr'H' = et, comme 
pour les étapes précédentes, on peut choisir ^3 non trivial dans un voisinage 



de cj,- 



□ 



Nous allons donc supposer par la suite que g est telle que Scalo-^ = este > 
0, Hi(r = 0) =0 et drHi{r = 0) = 0. Réécrivons ensuite l'équation ()4.3p 
sous la forme : 



(5 5) (^rV + Hdrif + Arif) + (Scal, + \S\^ - 2drH - H^^ if 

+n(n- = \L\'^ip~'^~^, 

où Scalr- désigne le scalaire de courbure de (la composante connexe associée 
à Œi de) l'hypersurface r = este, S sa seconde forme fondamentale et H sa 
courbure moyenne. Comme précédemment, soit h la solution de l'équation 
différentielle suivante : 



(5.6) 



h{0) = A 
l h'iO) = 0, 



oîi A > est une constante à préciser. L'équation de conservation de l'énergie 
devient alors : 




_ A«+2) + A {h{xf - A2) . 



On voit clairement que h > f donc /ia diverge vers +00 en un temps 
fini /iA avec < fiA < ^A- Choisissant A tel que < ^ < ^^""^j^^ Scalp-,, 
il est alors aisé de modifier l'argument précédent pour en déduire qu'en 
posant = h{ô — r) dans un voisinage {r < 6} de ai pour 6 assez petit 
et quitte à choisir A assez grand, on obtient une sur-solution. Seule pose 
problème l'estimation du terme Hdr^p- Or, en utilisant l'équation (|5.7p . on 
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voit qu'il existe une constante -B > indépendante de A > 1 telle que 
h'{r)'^ < Bh'^~^'^{r) pour tout < r < /xa- On en déduit que 

h(r) < (/iA - 



En décomposant le h'^^'^ qui apparaît dans l'équation (15. 7p en h'^h?, on 
obtient : 

-2 



ce qui prouve qu'il existe une constante C > ne dépendant que de B telle 
que 

C 

h' ir) < h(r). 

fJ-A-r 

Combiné au fait que H{0) = drH{0) = 0, donc que H{r) = o{r), ceci 
permet de prouver que le terme Hdr^p est dominé par le terme linéaire 
^Scalf + \S\'^ — 2drH — — ^^^Ef^^ f pour 5 assez petit. 

En utilisant la méthode de monotonie (section |2. 3p . on a alors le théorème 
suivant : 

Théorème 5.3 (Construction de solutions de l'équation de Lichnerowicz 

contenant des horizons apparents). / Soient M une variété asymptotique- 
ment hyperbolique de classe C''^ avec l + P > 2 et t ^ [—1; 1]. Fixons, pour 
chaque composante connexe ai de ÔqM , un réel ei = ±1 (ei = —1 pour un 
horizon apparent futur et ei = +1 pour un horizon apparent passé). Suppo- 
sons de plus, lorsque r = ±1, que, pour tout i tel que = — r, l'invariant 
de Yamabe y {cri) > 0. Soit L S Cq~^'"{M,T*^M) un 2-tenseur symétrique 
de trace nulle tel que |L|^ — > au voisinage de dooM et tel que eiL^.i,- > 
sur ÔqM . Il existe une solution (p > au problème : 



(5. . 

4('r? — 1) 

^ ^ Aip + Scal ip + n{n-l)ip^+^ -\L\''„ip~''~'^ = sur M 



n 



L^.u,^-^-"^ - (n - l)r (^t+i 



2(n-l)^ 



sur ai pour tout i, 



où Seal est le scalaire de courbure de [M, g) et la normale à ai sortante 
(i.e. dirigée vers l'intérieur de l'horizon apparent) avec ip ^ 1 au voisinage 
de dooM. De plus si Scal + n(n — 1) G C^j"^'" et |Lp G fl^^ec 6 G [0; n), 

alors (/? — 1 G C^'". 

Un contre-exemple dans le cas e^r = — 1 Comme nous l'avons vu, dans 
le cas limite e^r = —1, la situation est plus complexe. Nous allons montrer 
que l'existence d'une solution n'est plus garantie. Rappelons que ce cas-ci 
n'apparaît que lorsque la constante cosmologique Ac est nulle. Les difficultés 
apparaissent dans la construction de la sur-solution. Nous allons donc nous 
concentrer sur le cas L = 0. Le problème que nous souhaitons résoudre est 
alors le suivant : 
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-^^^^Aif + Seal (p + n{n - l)ip'^+^ =0 sur M 
^^^d^ip -Hip = {n- l)(/pt+i sur ÔqM. 



Nous allons considérer le cas d'un horizon à bord torique : M = T" ^ x]0; ^] 
{A > 0) muni de la métrique 9 = ^ {dy'^ + go) où y désigne la composante 
selon ]0;A] et go est une métrique sur T"~^ invariante sous les transla- 
tions. Remarquons que cet espace est la partie du demi-espace de Poincaré 
« en dessous » de y = ^ compactifiée par l'action d'un réseau de M"~^. Le 
groupe d'isométrie contient T"~^. Les fonctions invariantes sous ce groupe 
de symétrie ne dépendent alors que d'une seule coordonnée radiale et l'étude 
des solutions de (j5.9p invariantes sous l'action se ramène à l'étude des solu- 
tions d'une équation différentielle. Montrons donc le lemme suivant : 

Lemme 5.4. Supposons qu'il existe une solution if G Cq'", ip > au 
problème ()5.9p telle que p) -^d^oM 1, alors il existe une solution (p € C^'" 
(5 S [0;n[J à (j5.9|) invariante sous l'action de T"~^ telle que Q < (p < p>, 

Démonstration. Reprenons les fonctions (p^ construites dans le lemme 15.11 
dans le cas particulier Seal = Seal = — n(n — 1)) : 



(5.10) 



4(ra-l) 
n-2 



A(/9e — n{n — 1] 



doc, M 



-n{n - l)(p'^~^^ 
e sur ÔqM 
1. 



Comme > 0, on peut choisir e tel que ip > e sur ÔqM. Quitte à diminuer 
e, on peut supposer, de plus, que ip^ est une sous-solution de (15.9p . Comme 
p>e est l'unique solution de ()5.10p . elle est invariante sous l'action du groupe 
d'isométrie. Reprenons la méthode de monotonie (section [23]), il est possible 
de construire la suite des itérés en partant de ip^:. Cette suite est alors crois- 
sante et, par récurrence, la suite des itérés ipi est invariante sous le groupe 
des isométries et inférieures à ip. La fonction limite (p = limj_^oo est alors 
une solution Cq'" de (15. 9p invariante sous le groupe d'isométries, tpe < ^ < p>. 
La preuve du théorème 13.31 montre alors que (p E C^'", V (5 E [0;n[. □ 



Ce lemme montre que nous pouvons nous contenter de montrer qu'il 
n'existe pas de solution (p invariante sous le groupe des isométries de M. 
Les tores y = este ont une courbure moyenne H = n — 1. Introduisons la 
coordonnée r = r(y) telle que r soit la distance pour la métrique g au tore 
y = A. Si ^ est une fonction de r, on a (formule (|5.ip ) : 



Ap> = d^ip + HrdrP> = d^p> + {n — l)drP>. 
L'équation ()5.9p se ramène à : 
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(5.11) 

(^"(r) + (n - l)^'(r) + (^(r) - ^^+^{r)) = sur [0;oo) 

< -^'(0) = n^(^(0) + ^f+i(0)) 
(;?(r) ^ 1. 

Posons 
on a alors : 



B'{r) = ^"(r) + !^(^^'(r) + -^^t(r)^'(r)j 

= -{n - l)^'(r) - (^(r) - ^«^^(r)) + ^^'(r) + ^^t(r)^'(r) 

= I ((^t (r) - l) (^'(r) - !^i!^^(r) (l - ^t) (l + ^t) 

= ^(c^f(r)-l)s(r). 

Or, par hypothèse, -B(O) = donc B{r) = pour tout r > 0, ce qui 
contredit le fait que lim^._^oo -B(r) = n — 2 (car îp{r) ^ 1 et îp'{r) — > à 
l'infini). 



6. Construction de TT-tenseurs 

Par la suite, on fixe une variété asymptotiquement hyperbolique (M, g) 
contenant éventuellement un bord interne ÔqM et on note u la normale 
sortante de ÔqM (dans la section[5l le bord interne correspondra aux horizons 
apparents de la donnée initiale, v sera alors la normale entrante de l'horizon). 
On fixe un 2-tenseur symétrique de trace nulle Lq (quelconque) puis on 
cherche une 1-forme V' telle que Lij = L^ij + C^tg soit un TT-tenseur. On 
définit donc le laplacien vectoriel Att par : 

AttiI^ = div (^C^ig^ , 

ArrV'i = AV^j + V^VjVi - (vVfc) ■ 

Il est facile de voir que cet opérateur est elliptique au sens de [ADN64] 
pour = et tj = 2. Une condition au bord naturelle pour tp est de prescrire 
Lojyj sur ÔqM. On introduit donc également l'opérateur B correspondant aux 
conditions au bord : 

Bip = £^ttg(zy, .), 

2 ^ 

Bil^i = Vj^î/^i + Viip,, V tl^kgui- 

n 
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L'opérateur B satisfait la condition de complémentarité au bord (voir 
|ADN64j ) pour rh = —1- On pose : 

V^'P^Q\f^'P{M,T*M) Wg~'^'^{M,T*M) x w''~'^~p'P{doM,T*M) 

.Pgf : C^'"(M,r*M) ^ Cg~'^'°'{M,T*M) x C^-^'"" {d^M^T* M) 

Par la suite, nous ne donnerons que les démonstrations dans le cas des 
espaces de Sobolev, celles dans le cas des espaces de Hôlder étant analogues. 
De plus nous abrégerons V^'^ en V. 



6.0.3. Théorème de Fredholm. 

Lemme 6.1 (Calcul des exposants critiques de Att)- Les exposants cri- 
tiques (au sens de |Lee06] ) de IS.tt sont s = —2 et s = n — 1. Le rayon 
indicial de Att est R = . 



Démonstration. Notons 



^iP^k^^Pxk ^ ^ki^iP 
P ^ P 



Uf, satisfait à : 



oii V désigne la connexion de Levi-Civita associée à g. Décomposons le calcul 
en plusieurs étapes : 



n 

V, {p'i>j) + v, {p'A) - -Qijg^'Vk {p'A) - ut.p'A - u^iP'A + -g^Jg''u^p'^. 

n ■' n 

p' (^iijj+Vji^i - ^gijg'^^Vk^i^ + sp'-^ (dip^j + djp^i - '^gijg^^dkP^i 

+2 (d^pô^^ + djpb\ - -gi.t'dip) p'-'^k - '^g^,t' {dkp5T + dipô^ - guT^d^p) 
p' (^i^j - ^gijg'^'^Vk^Pi^ + sp''^ {dipijj + djp'ipi - '^gijg^^dkp^^ 
+2 [d.pô] + djpb\ - gijt'dip) p^- Vfe + ^(^ - 2)Â,5'V'-'ôfcM 
p' {Vi^j+Vj^i - ^gijg'^^Vkipi^ +{s + 2)p''^ (^dipijj + djpiPi - ^gijg'^^dkpij^ 



Si Tij est un tenseur symétrique de trace nulle : 
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, , dkPd dip i i^dmp\ 



+ 



P 

Im ^mP 



( dkPd . dip i _ 
\ P P P 

p't^'VTij - (n - 2)pg'''dkpTij 



Finalement 



p' [ Vii^j + VjVi - '^9ij9^^^k'>Pi 



+ (s + 2)p' 1 ( dipi^j + - -Qijg^^dkpi^i 



p' {^i^j + VjVi - ^gtjg'^^^ki^i^ 
+(s + 2)p"~i (dipi^j + djpipi - ^gijg^^dkpi^i^ 

-{n- 2)pf^dkP p' {viipj + VjV'i - '^gijg^^^ 

+ (s + 2)p'-i {diPi^j + ôjT^Vi - ^gijg'^^dkpi^i^ 
{s + 2){s- l)g''' (dipiljj + djpil^i - -gijt^dkpil^i 



{s + 2)(n - 2)g'^dkP ( ôipV'i + " '^gijt^dkpil^i ] + o(/3^) 



(s + 2)(s - n + ( dipijj + djp^Pi - -gijt'dkPi^i ) + o(p') 



n 



L'application indiciale |Lee061 Chapitre 4] de Att est donc donnée par : 



Is{Att) W = (s + 2)(s-n + l) 



+ (l - ^) V (Vp) dp 



Ce qui montre que les exposants critiques de Att sont s = — 2 et s = 
n- 1. □ 

Nous allons tout d'abord montrer que V est semi-Fredholm. Notre démonstration 
est basée sur celle de |Lee06| . 

Lemme 6.2 (Estimation à l'infini). // existe un compact K de M et une 
constante C > tels que si u £ C'^ (M \ K), on a : 



\u\\l2 < C\\Attu\\l^- 
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Démonstration. En coordonnées, on a : 

ATTipk 



Donc 



M 



\^g''ViVjA + R^c\iJi + (1 - - ) Vfc (VVz 



M 



(v,^,)(W)+ 1-- v'^v, 



n 



Ric'^VfcV'i 



Or, comme M est asymptotiquement hyperbolique Rie ~ — (n — l)g au 
voisinage du bord à l'infini. On peut donc choisir K tel que, sur M \ K, on 



a —Rie > On a alors : 



i2||ATrV'l|L2 



> 



M 



> 



(-Rie)''' VfcV'i > — TT— 



Lemme 6.3. 

- Soient 5, 5' te/s gwe 



s: _i_ n~l n~l 

" "I" p 2 



M 



< 



2 

L2- 



□ 



n+1 
2 ' 



" "I" p 2 



< 



n+1 



avec 5 — 1 < 6' < 6. Il existe une constante C > telle que, '\/ ip £ 



W^^'P(M,r*M), on a : 



Soient ô,ô' tels que \ô - < \8' - ^| < ^ avec 5-l< 



5' < 6. Il existe une constante C > telle que, y tp £ C^''^{M,T*M), 



on a : 



Démonstration. On choisit une fonction de troncature lisse Uqq sur M à 
valeurs dans [0; 1], telle que Uoo = 1 

sur dooM et u^q — au voisinage de 
doM. On pose tpoo = Uoo'4' et "00 = (1 — 'Uoo)V'- V'oo est nulle au voisinage de 
do M. Une application du corollaire 6.3 de [Lee06| donne alors : 



< 



W. 



+ 



k,p 



< C (\\ATTlpoo\\yyk-2,p + 



w 



oo||y(/fe-i,p 



OÙ on a utilisé l'inégalité d'interpolation |And93j : 

,k-i,p < C(e)||V'oo||L^, +e||^oo|lH/'=.î" 
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Les opérateurs qui apparaissent ici sont ceux du corollaire 6.3 de jLeeOGj : 



ils vérifient QAtt'4' = V' + ^V"- De même, comme ■00 est à support compact 
et que B satisfait la condition de complémentarité au bord (voir page | 
on peut utiliser les résultats de |ADN64j : 

llV'olliyfc.î' < C ^||ATTV'o|liyfc-2,P + ll^V'oll^fc-i-i.p^^^^^^ + IIV'oIIlp 
En additionant et en utilisant à nouveau l'inégalité d'interpolation : 

□ 

Corollaire 6.4. V est semi-Fredholni (i.e. ker V est de dimension finie et 
Im V est fermée). 

Démonstration. La démonstration est standard (voir par exemple [MaxOS] ). 
On montre tout d'abord que ker V est de dimension finie. En effet, soit 
ipi G ker V une suite d'éléments dans ker V. L'injection Wg'^ ^ Ly est 
compacte (car 6' < 6) on peut donc supposer que la suite converge dans L^,. 
Cette suite est en particulier de Cauchy, or : 

s à' 

La suite des ipi est donc de Cauchy dans Wg'^. Elle converge. Ceci prouve que 
la boule unité de ker V est compacte et ker V est de dimension finie, ker V 
admet donc un complémentaire fermé -F dans W^'^. Montrons maintenant 
qu'il existe une constante C telle que y^p S F : 

Dans le cas contraire, on peut trouver une suite ipi £ F telle que H'^j ||^fc_2,p^^^^ 
1 et ||A'rT'0llij/fc-2,p/,j-\ + ll'S'î/'|| 1 i„ < 7 . Quitte à extraire une sous- 
suite, on peut supposer que la suite des ipi converge dans L^,. On a alors : 

llV'i - 'ipjWw^^p < C' + y + llV'i - ^illi^,^ • 

La suite des V'i est donc de Cauchy dans Wg'^. Elle converge vers un 
élément de norme 1 tel que Vip = 0. Absurde. On en déduit finalement que 
Im V est fermée (en effet, V : F ^ Im V est un isomorphisme bicontinu). □ 

Avant de prouver que V est un isomorphisme, nous allons tout d'abord 
montrer que : 



Lemme 6.5. Soit -0 G avec 1 < po < oo et 



X I n— 1 n— 1 
^0^~o - 



, n+1 
^ 2 ■ 
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(1) Si : 



k-l- 



avec 2 < k < l + P, 1 < p < oo et 



r _i_ n— 1 n— 1 

" "I" p 2 



(2) 5i : 



AttV' g Q 
i30 e C'^-^'" 



A;-2,a 



avec 0<a<l, 2<A; + Q;</ + /3ei|(5-^| < A/ors 

Démonstration. Comme précédement, on décompose = ■00 + "^oo- V'oo est 
nulle dans un voisinage de ÔqM donc on peut appliquer la proposition 6.5 
de |Lee06) (Remarquons que At^^oo = Att^P au voisinage de dooM) : 
■000 G W^'^. De même pour ■0o, on peut appliquer le théorème 10.5 de 



[ADN64| : î/'o G Wc'^ C W^^'^. On en déduit i/j G 



k,p 



rk,p 



□ 



Ceci montre que si "0 G ker V est dans un certain L^^ avec 



5o + 



ra-l 
PO 



n-1 
2 



(■0, AttV') 



M 



do M 



M 







1 




Im 





< 



alors G Wo'\ De plus si 0; G C"^", avec |(5o - ^| < on voit que 
£ pour (^1 légèrement plus petit que Ôq et p grand donc en appliquant 
ce qui précède ip G VFq' • Ce qui permet de conclure que si 0; G ker V, 

2 2 / 

■0 G Wg' . Montrons finalement le résultat suivant : 

Lemme 6.6. Soit M une variété asymptotiquement hyperbolique. On sup- 
pose qu'il n'existe aucun champ de vecteur de Killing conforme sur M. 
Alors V est un isomorphisme. 

Démonstration. Procédons comme |Max05j . Nous savons tout d'abord que 
le noyau de V^''' est égal à celui de "Pg'^. Or si î/^ G ker "Pq'^, on a : 



■0" est alors un champ de vecteurs de Killing conforme L^. Ceci montre 
que p^'^ est injectif. Pour montrer qu'il est surjectif, il suffit de montrer 
que Pg'^ est surjectif. En effet, Cc'^{M,T*M) x C'''°{doM,T* M) est dense 
dans W^~'^'PiM,T*M) x w''~'^~p'^ {doM,T* M). S'il existe une solution 
G VFg'^ au problème ArrV' = u, Btp = b avec u G Cc'°{M,T*M) 



et 6 G C^'^{dç)M,T* M) alors le lemme permet alors de conclure que 
ip G W^'^. Ceci montre alors que ImpJ'^ D Cc'°(M, T* M) xC''^^{doM, T*M) 



34 ROMAIN GICQUAUD 

est dense dans W^~^'^{M,T* M) x w''~^~p'^ {doM,T* M). 

Montrons donc que Vq''^ : Wg'^ L'^{M) x W^''^{doM) est surjectif. 
Pour cela, il suffit de montrer que son adjoint est injectif. Or le dual de 

L2(M) x W^'^{doM) est L'^{M) x H~^{doM). Soit {î^,b) G ker (v^'^y . 

On a alors [Hor94| que ip et b sont de classe C''^ avec tp G W^o'^- Si -0 est à 
support compact sur M : 



M ^ '9 



L'opérateur /S.tt étant formellement autoadjoint, ceci prouve que Att'iP 

2 2 

0. Si maintenant ip G Wq ' est quelconque : 



/âoM ^ ' 9 JdoM ^ I 9 

Or il est facile de voir qu'on peut toujours construire des 1-formes 'p 
régulières telles que ^\qqM et soient des fonctions (régulières) données. 
On en déduit donc que 6 + ■0 = et B-p = 0. On a ensuite : 



= / LB^.l) + / (V',AttV', 

JdoM ^ ' 9 Jm ^ '9 

2 

^^M9 ■ 

M 9 

■0 est un champ de vecteurs de Killing conforme L2. Ce qui montre -0 = 

~ 2 2 

et, comme 6 + = 0, 6 = 0: Vq' est surjectif. □ 
6.0.4. Champs de vecteurs de Killing conformes. 

Lemme 6.7. Soit X un champ de vecteurs de Killing conforme sur M . Si 
X £ L^iM,g) alors X = 0. 

Démonstration. On a tout d'abord X G Wq''^{M). En effet X vérifie l'équation 
elliptique Att^'" = 0. Un processus standard d'itération montre alors que 
X G Cq'"(M) , < a < 1. On en déduit (en utilisant le lemme 3.7 de |Lee06j ) 
que X G ^ ^(ày qu'on doit avoir X = sur dooM car sinon 

X ^ L'^{M). x est ensuite un champ de vecteurs de Killing conforme sur 
{M, g). Par la suite nous identifierons le champ X et sa forme duale associée 
à la métrique 'g, ainsi Xj = 'g^jX^. En particulier, on a 

ÂttX = 0. 

Donc X G C''^^y Les dérivées dans des directions tangentes à dooM de X 

sont nulles. Ceci implique que VX = sur dooM. En effet, soit p G dooM, 
choisissons une carte = [p,9^, - ■ ■ , au voisinage de p. Par la suite, 

on notera 6^ = p. Quitte à redéfinir les 0* pour i > 0, on peut supposer 
Vijip) = ^ij {hj ^ 0). Les dérivées diXj{p) pour i > 0, j > correspondent 
à des dérivations de X dans des directions tangentes à ÔqM et sont nulles. 
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De plus comme X{p) = 0, ViXj = diXj > 0). l'équation satisfaite par 
X en p s'écrit : 

diXj + djX, - -d'^Xkôij = 

n 

En particulier, appliquée à i = et j > 0, l'équation précédente devient : 
= doXj + djXo 

= doXj (car Xq est nul le long de doc M) 



puis à i = j = 



= 2doXo--d''Xk 
n 



2--)doXo--y^d''X, 



- 1 doXo. 



n ^ 

Ce qui prouve que toutes les dérivées de X sont nulles en p. 

On élargit ensuite (M, Ij) au niveau de dooM pour avoir une variété (M, g) 
C^'f^ et on prolonge X par à tout M. X est alors un champ de vecteur de 
Killing conforme C^'^, nul sur le collier qu'on a ajouté à M. Comme /S.ttX = 
au sens des distributions, X G C^'f^{M). On conclut alors, en utilisant le 
théorème d'unique continuation des champs de vecteurs de Killing conformes 
[MaxOSt Théorème 6.4] valable pour les métriques W'^'^ avec p > n, que 
X = 0. □ 

On en déduit donc le théorème suivant : 

Théorème 6.8. Soit (M, g) une variété asymptotiquement hyperbolique de 
classe C^'^ avec l + (3 >2. Les opérateurs 

V'^'P ■.W^'^{M,T*M) Wg~'^'P{M,T*M) x w''~'^~p'P{doM,T*M) 

Vg'" ■.C'^'"{M,T*M) Cg~'^'°'{M,T*M) x C^-^'"' {doM,T* M) 
ip 1-^ {Att'4' ) ^3^p) 

sont des isomorphismes. 

En particulier, appliquant ce théorème à l'équation 
= div L = Att^^ + div Lq 



b = L{i^,.)=B^ + Lo{u,.), 
on obtient le théorème suivant de construction des TT-tenseurs : 

Théorème 6.9 (Construction de TT-tenseurs sur une variété asymptotique- 
ment hyperbolique). Soit {M, g) une variété asymptotiquement hyperbolique 
de classe C''^ avec l + (3 > 2. 

(1) Soient Lq un 2-tenseur symétrique et sans trace avec Lq E 



avec 2<k<l,l<p<ooet 



s: _i_ n~l ra— 1 

" p 2 



<^^,etbe 
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W'' ^ p'^idoM, T*M) . Il existe une unique 1-forme ip G Wg'^iM, T*M) 
telle que, si on définit L = Lq + C^tg, alors : 

- L est un tenseur symétrique transverse et sans trace 

- L{u, .) = b sur doM. 

(2) Soient Lq un 2-tenseur symétrique et sans trace avec Lq G Cg~^'°' 
avec 2 < k + a < l, < a < 1 et \ô - ^\ < et b e 

C'^-^^°'{dQM,T*M). Il existe une unique 1-forme tp G Cg''^{M,T*M) 

telle que, si on définit L = Lq + J^^tg, alors : 

- L est un tenseur symétrique transverse et sans trace 

- L{i/, .) =b sur doM. 
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